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Вступ 

Вища геодезія - наука про фігуру та зовнішнє гравітаційне поле Землі. 

Завдання вивчення фігури та гравітаційного поля Землі, як основної задачі вищої 

геодезії, розв'язується за результатами вимірів на земній поверхні. Це геодезичні 

виміри в мережах тріангуляції, трилатерації, полігонометрії та нівелювання 1 

класу, гравіметричні виміри потенціалу сили тяжіння, астрономо-геодезичні 

виміри широт і довгот пунктів та азимутів напрямів на земній поверхні, а також 

супутниково-навігаційні спостереження з метою визначення координат точок 

земної поверхні. 

Земний еліпсоїд - геометрична форма із встановленими параметрами форми 

та розмірів, яка математично найкраще описує фігуру Землі і зорієнтована у її тілі. 

Референц-еліпсоїд - еліпсоїд, який має визначені розміри, певним чином 

зорієнтований у тілі Землі і використовується як математична основа при обробці 

геодезичних вимірів та створенні опорної мережі окремої держави чи держав 

континенту. Його параметри встановлені за вимірами на території цих держав. 

Поверхня референц - еліпсоїду є відносною координатною поверхнею для 

розв'язування геодезичних задач. В Україні прийнято референц-еліпсоїд 

Красовського 1942 р.  

Сфероїдна геодезія - розділ вищої геодезії, який вивчає геометрію поверхні 

прийнятого референц - еліпсоїду і методи розв'язування геодезичних задач на цій 

поверхні з метою зображення її на сфері та площині, а також для визначення 

координат геодезичних пунктів у єдиній державній системі. 

Курсова робота „Розв'язування задач сфероїдної геодезії" спрямована на 

засвоєння основних принципів та методів обробки результатів геодезичних 

вимірів, які проводять при створенні державних геодезичних мереж в системі 

референц-еліпсоїду Красовського. В курсовій роботі пропонується розв'язування 

найбільш типових задач сфероїдної геодезії.  
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Розділ І.  ГЕОМЕТРІЯ  ЗЕМНОГО  ЕЛІПСОЇДА 

1.1. Обчислення довжини дуги меридіану   

 

А1 - точка на меридіанному еліпсі з широтою В1.  

А2 - точка на меридіанному еліпсі з широтою В2 . 

Якщо різниця широт точок А1 та А2 виражається величиною 

B2 – B1 = dB , то при dB → 0 елементарна дуга меридіанного 

перерізу ds = MdB, а довжина дуги s виражається інтегралом 

 
2
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2

1
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2 )1(
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B
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dB
eaMdBS            (1) 
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ea
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
                   (2) 

М - радіус кривизни меридіанного перерізу ; 

                                         ,sin1 22 BeW                             (3) 

W - перша функція геодезичної широти; а - велика піввісь та e - перший ексцентриситет 

референц-еліпсоїду. Оскільки еліптичний інтеграл (1) не виражається елементарними 

функціями, то підінтегральну функцію розкладують в ряд. Число членів ряду встановлюється в 

залежності від точності визначення довжини s і протяжності дуги А1А2. Тому для практичних 

потреб користуються різними формулами розрахунку довжини дуги меридіану: 

1)  загальна формула для дуги меридіану довільної довжини 

     (4) 

A,B,C,D - сталі коефіцієнти прийнятого референц-еліпсоїду; 

 ρ - число кутових одиниць (градусів, хвилин чи секунд) в одному радіані; 

                     21
2

1
BBBm        - середня широта дуги А1 А2. 

2) формула для дуги меридіану довільної довжини від екватора до точки А1 з 

широтою В1 

                                          (5) 

3) формула для довжини дуги меридіану при обчисленнях в тріангуляції на віддалі 

порядку сотень кілометрів 
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Радіус кривизни меридіанного перерізу Мт обчислюється за середньою широтою Вт . 

4) формула для довжини дуги меридіану при обчисленнях в тріангуляції на віддалі 

 45 кілометрів 

                                                                                                  (7) 

При обчисленні довжини дуги меридіану для вибору робочої формули можна попередньо 

встановити приблизне значення довжини, враховуючи, що приросту широти dB =1° вздовж 

меридіанного перерізу відповідає довжина дуги перерізу  110 км. 
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За умови точності широти точки mB =  0,0001'' всі зазначені формули забезпечують 

середню квадратичну помилку довжини дуги меридіану mS =  0,001 м. 

Послідовність виконання завдання. 

Обчислити довжину дуги між точками меридіану з широтами 

B1 = 46° 30' 48,1111'' - N' та B2 = 50° 30' 49,2222'' + N';  

N - номер варіанту в хвилинах. 

 

Вихідні дані. 

Номер варіанту N =  

B1 46° 30' 48,1111'' - N'   

B2 50° 30' 49,2222'' + N'   

Сталі величини 

а 6378245 м e² 0,00669342 ρ 206264,8062" 57˚,29577951 

А 1,00505177 В 0,00506238 С 0,00001062 D 0,00000002 

 

Обчислення довжини дуги меридіану за формулою (4): 

Позначення дій Результати 

Вm  

a(1-e2) 6335552,717 
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s (м)  

 

Обчислення довжини дуги меридіану за формулою (6): 

Позначення дій Результати 
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1.2. Обчислення довжини дуги паралелі 

А1 і А2 – точки на паралелі з широтою В. L1 та L2 – довготи 

точок А1 і А2. Паралель на земному еліпсоїді утворює коло. Радіус 

r паралелі з широтою В виражається формулою: 

                  r = NcosB              (8) 

                
V

C
N        або    

W

a
N             (9) 

N – радіус кривизни перерізу першого вертикалу. Переріз 

першого вертикалу – це крива на поверхні еліпсоїду, утворена 

перетином поверхні еліпсоїду нормальною площиною, яка 

перпендикулярна до площини меридіанного перерізу у даній 

точці.  

,sin1 22 BeW   - перша функція геодезичної широти; а – велика піввісь та е – 

перший ексцентриситет референц-еліпсоїду. 

Дуга паралелі між точками А1 та А2 є дугою кола з центральним кутом, який дорівнює 

різниці довгот кінцевих точок дуги  Довжина s дуги паралелі з широтою В, яка 

відповідає різниці довгот  виражається формулою . Остаточно  

                                     (10) 

За умови точності широти і довгот точок  формула (10) забезпечує 

середню квадратичну помилку довжини дуги паралелі м. 

Послідовність виконання завдання. 

Обчислити довжину дуги між точками паралелі з широтою  B=50°30'49,1111'' - N'  

та довготами L1 = 24° 10' 25,1111'' - N',      L2=28°30'27,2222'' + N' ;  

N - номер варіанту. 

 

Вихідні дані 

 

Номер варіанту N =  

В 50°30'49,1111'' - N'   

L1 24° 10' 25,1111'' - N'   

L2 28°30'27,2222'' + N'   

 

Сталі величини 

а 6378245 м е2 0,00669342 ρ˚ 57˚,29577951= 206264,8062" 

 

Обчислення довжини дуги меридіану за формулою (10): 

Позначення дій Результати 
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1.3. Обчислення довжин сторін та площі знімальної трапеції 

Сторони знімальної трапеції чи листа карти заданого масштабу є лініями меридіанів та 

паралелей на поверхні земного еліпсоїду. Тому обчислення натуральних розмірів та площі 

знімальної трапеції – це визначення частини поверхні еліпсоїду в межах ліній меридіанів та 

паралелей, які окреслюють лист карти заданого 

масштабу. 

Розміри знімальної трапеції на поверхні 

еліпсоїду описуються наступними параметрами: 

- південна а1 та північна а2 сторони, які на 

поверхні еліпсоїду є дугами паралелей з широтами 

відповідно В1 та В2. Дуги а1 та а2 окреслюються 

меридіанами з довготами L1 та L2. Для північних широт 

завжди а1 > а2; 

- західна та східна сторони с, які на поверхні еліпсоїду є дугами меридіанів, окреслених 

паралелями з широтами В1 та В2, тому завжди рівні між собою; 

- діагональ d трапеції 

(11) 

З інтегрування виразів для південної та північної сторін трапеції маємо формули 

розрахунку довжин дуг а1 та а2 на широтах відповідно В1 та В2: 

           (12) 

        (13) 

Для карти масштабів 1:100000 і крупніше натуральні розміри знімальної трапеції дають 

підстави наближено вважати її розташованою на поверхні сфери. В таких випадках при 

розрахунку довжини сторони с достатньо користуватись формулою вигляду 

             (14) 

де радіус кривизни меридіанного перерізу  розраховується за значенням 

першої функції геодезичної широти ,sin1 22 BeW   при середній широті дуги  

 Для вираження площі трапеції Р після інтегрування остаточно маємо робочу формулу 

вигляду 

   (15) 

де b – мала піввісь і  - сталі коефіцієнти прийнятого референц-еліпсоїду. 

Геодезичні координати вершин та сторін знімальної трапеції можна визначити за 

номенклатурою листа карти заданого масштабу. 

Територія України розташована в межах дев'яти знімальних трапецій масштабу 

1:1000000 з номенклатурами L-34, М-34, L-35, М-35, L-36, М-36, N-З6, L-37, М-37. 
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Різниця широт північної та південної сторін кожної трапеції масштабу 1:1000000 складає 

В2 – В1 = 4˚, а різниця довгот східної та західної сторін трапеції  -   L2 - L1 = 6˚ . 

Одна трапеція масштабу 1:1000000 поділяється на 144 трапеції масштабу 1:100000 і 

кожній з них присвоюється номенклатура відповідно до порядкового номера від 1 до 144. 

Для сторін трапеції масштабу 1:100000 різниця широт складає В2 – В1 = 0˚20΄  різниця 

довгот  L2 - L1 = 0˚30΄ . 

Задано геодезичні координати точки А на поверхні земного еліпсоїду: широта  

ВА= 48°01'01''+7’×№ , довгота LА= 21°11'11''+30’×№  № – номер варіанту. Визначити 

приналежність точки А знімальній трапеції масштабу 1:50000, номенклатуру та геодезичні 

координати рамки відповідного листа і розрахувати довжини сторін та площу цієї трапеції. 

Зразок варіанту № 29, ВА=48°01'01''+7’×29 =51°24'01''  і   

довготою  LА=21°11'11''+ 30’×29 =35°41'11'' 
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 М-36-24 
 

М-36-24-В 

35°30 35°45 36°00 35°30’  35°37’30”    35°45’ 

    51°40’ 

A Б 

     51°30’ 

а б 

       51°30’ 
 

                 51°25’ 

В Г в г  

 

    51°20’ 

 

 

 

51°20’ 

 1:100000  1:50000 

 М-36-24-В-г  М-36-24-В-г-1 

 35°37’30” 35°41’15” 35°45’  35°37’30”  35°41’15” 

51°25’ 

1 2 

                 51о25’ 

 

 

 

 

 

 

                       

51°22’30” 

1 51°22’30” 

3 4 

51°20’ 

 1:25000  1:10000 

Одна трапеція масштабу 1:100000 поділяться на 4 трапеції масштабу 1:50000 і кожній з 

них присвоюється номенклатура за літерами А, Б, В, Г. Для сторін трапеції масштабу 1:50000 

різниця широт  В2 – В1 = 0˚10΄  різниця довгот  L2 - L1 = 0˚15΄.  Ділення окремої трапеції масштабу 

1:50000 на трапеції крупніших масштабів проводиться у відповідності з діючими правилами 

розграфки листів карт заданих масштабів. 

За геодезичними координатами точки, розташованої на поверхні земного еліпсоїду, 

можна визначити її приналежність листу карти чи знімальній трапеції будь-якого потрібного 

масштабу за геодезичними координатами вершин та сторін цієї трапеції.  

Для переходу до масштабу 1:5000 потрібно лист масштабу 1:100000 розділити на 

16×16=256 листів масштабу 1:5000 з визначенням геодезичних координат свого листа та 

заштрихувати його. Номенклатура аркуша масштабу 1:5000 складається з номенклатури аркуша 

карти масштабу 1:100000 та взятого в дужки номера аркуша масштабу 1:5000. Потім потрібно 

викреслити свій лист та перейти до масштабу 1:2000, для чого потрібно лист масштабу 1:5000 

розділити на 3×3=9 частин та інтерполюванням визначити координати свого листа масштабу 

1:2000. Номенклатура аркуша масштабу 1:2000 складається з номенклатури аркуша карти 

масштабу 1:5000 та однієї з дев’яти малих букв українського алфавіту(а, б, в, г, д, є, ж, з, і), M-

36-24-(167-е). 

Прямокутні координати кутів трапеції  масштабу 1:25000 вибирають з таблиць, 

інтерполюючи які, знаходять прямокутні координати кутів трапецій 1:10000. При 

інтерполюванні абсцис потрібно враховувати поправку. Знак ординати визначається знаком 

різниці довгот. 

Довготу осьового меридіану Lо визначають за формулами: 

n = [  + 1;  Lo = 6˚n - 3˚ 

де, n – номер шестиградусної зони від Грінвіча; L – довгота західної рамки трапеції. Квадратичні 

дужки вказують, що виділяти тільки цілу частину. 
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Обчислення геодезичних і прямокутних координат вершин рамки заданої трапеції із 

номенклатурою М-36. 

М-36-24 
1:100000 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

17               32 

33               48 

49               64 

65               80 

81               96 

97               112 

113               128 

129               144 

145               160 

161      167         176 

177               192 

193               208 

209               224 

225               240 

241 242 243 244 245 246 247 248 249 250 251 252 253 254 255 256 

 
 

М-36-24-(167) 

1:5000 
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0
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М-36-24-(167-е) 
1:2000 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
      
    
   

 
 

 

Послідовність виконання завдання. 

Задано геодезичні координати точки А на поверхні земного еліпсоїду: широта  

ВА= 48°01'01''+7’×№ , довгота LА= 21°11'11''+30’×№  № – номер варіанту. Визначити 

приналежність точки А знімальній трапеції масштабу 1:50000, номенклатуру та геодезичні 

координати рамки відповідного листа і розрахувати довжини сторін та площу цієї трапеції. 

Вихідні дані 

Номер варіанту N =  

ВА 48°01'01'' + 7’×№  

LA 21°11'11''+ 30’×№  

Сталі величини  

а 6378245 м 
 

0,00669342 
 

57°,29577951 

А' 1,00336361 В' 0,00112403 С' 0,00000170 b 6356863,019 км 

 

Номенклатура листа карти масштабу 1:50000.  

Геодезичні координати сторін трапеції 

В1   

В2   

L1   

L2   

Обчислення довжин сторін трапеції за формулами (11),(12),(13),(14): 

Позначення дій Результати Позначення дій Результати 

,sin1 1

22

1 BeW    ,sin1 2

22

2 BeW    

 

 

 

 

а1(м)  а2(м)  

а1 ( см карти)  а2 (см карти)  

 

 

,sin1 22

mm BeW    

2e


1

1
W

a
N 

2

2
W

a
N 

2

21 BB
Bm




 
51º24′05″ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

51º23′40″ 

3
5

º4
0

′ 
3
0

,7
5

″ 

          3
5

º4
1

′ 
1
5

″ 
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с ( м )  d ( м )  

с( см карти )  d (см карти )  

Обчислення площі трапеції за формулою ( 15 ): 

Позначення дій Результати Позначення дій  Результати 

 

 

 

 

 

 

 

 

Р ( км2 )  Р ( га )  

 

Визначення прямокутних координат вершин рамки трапеції  масштабу 1:25000 

За допомогою таблиць Гаусса-Крюгера  можна визначити прямокутні координати. В 

таблиці дані координати Гаусса-Крюгера х, у і гауссове  зближення меридіанів   для точок, які 

відповідають геодезичним координатам вершинам кутів трапеції масштабу 1:25000. 

Дана трапеція масштабу 1:25000 М-36-24-В-г. Ця трапеція обмежена паралелями, широти 

яких 51о20'00'' і 51о22'30'', і меридіанами, довготи яких 35о37'30" і 35о45'00''. Довготи західної та 

східної рамок трапеції відносно осьового меридіана зони будуть відповідно: 0°37'30'' і 1°41'15''. 

Геодезичним координатам з таблиці координат Гаусса-Крюгера вибираємо значення 

координат Гаусса-Крюгера і гауссовве зближення меридіанів. 

Для трапецій  масштабу 1:25000 координати Гаусса-Крюгера можна визначити з таблиць 

внаслідок інтерполювання, обчислюється як середнє арифметичне із значень координат 

відповідних вершин кутів рамок масштабу 1:25000. 

Відомість обчислення прямокутних координат Гаусса-Крюгера для кутів рамки трапеції 

карти масштабу 1:25000 і 1:10000 наведена в таблиці 1.1.1. 

Довготу осьового меридіану L0 визначають за формулами: 

             L0 = 6°n - 3°                                             (1.1.1) 

             n= [ 
L

6
 ]  + 1                                                    (1.1.2) 

де n - номер шестиградусної зони від Гринвіча;  

     L - довгота західної рамки трапеції. 

Квадратні дужки означають, що треба виділити тільки цілу частину. 

Визначення довжин сторін трапеції масштабу 1:10000 приведено на малюнку 1.1.4. 

                                               А               а пн              В     

 

 

 

                                        c 

 

 

 

                                                  

                                                          а пд 

 

 

Таблиця 1.1.1. 

3

2 )1(

m

m
W

ea
M





1222

LL
b



mB
BB

A cos
2

sin 12 

mB
BB

B 3cos
2

3sin 12 
mB

BB
C 5cos

2
5sin 12 

 

 

              d 

D С 
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Обчислення прямокутних координат вершин рамки трапеції масштабу 1:25000 із 

номенклатурою М-36-24-В-г (29 варіант) зразок 

                    L= 
                    L0= 

В                           l= 

33о37'30" 

33о00'00" 

0°37'30" 

 

34о41'15" 

33о00'00" 

1°41'15" 

34о45'00" 

33о00'00" 

1°45'00" 

Абсциси Х, м 

51о10'00'' 
51о07'30'' 
50о05'00'' 

   5 671 982.70    

   5 667 347.55 

   5 662 712.40 

     5 672 083.00 -1.6 

     5 667 447.90 -1.6 

 5 662 812.80 -1.6 

  5 672 183.30 

  5 667 548.25 

  5 662 913.20 

Ординати У, м 

51о10'00'' 
51о07'30'' 
50о05'00'' 

 

113 660.70 

113 763.10 

113 865.50 

 

     118 032.00 

     118 138.325 

     118 244.65 

  122 403.30 

  122 513.55 

  122 623.80 

Виправлені абсциси Х, м 

51о10'00'' 
51о07'30'' 
50о05'00'' 

 

   5 671 983.70    

   5 667 348.55 

   5 662 713.40 

 

    5 672 082.40  

    5 667 447.30  

    5 662 811.20  

  5 672 183.30 

  5 667 548.25 

  5 662 913.20 

Виправлені ординати У, м 

51о10'00'' 
51о07'30'' 
50о05'00'' 

6 113 660.70 

6 113 764.10 

6 113 866.50 

 

    6 118 032.00 

    6 118 139.325 

     6 118 245.65 

 6 122 403.30 

 6 122 513.55 

 6 122 623.80 

Зближення меридіанів Υ 

51о10'00'' 
51о07'30'' 
50о05'00'' 

 

1°15'57'' 

1°15'54,5'' 

1°15'52'' 

 

     1°18'52,5'' 

     1°18'49,75'' 

     1°18'47'' 

     1°21'48'' 

     1°21'45'' 

     1°21'42'' 

Розміри сторін і діагоналей трапеції контролюють за допомогою формули: 

                 S = 22 )()( baba yyxx                                              (1.2) 

де xa, ya, xb, yb – координати вершин, між якими визначається розмір. 

Довжини сторін трапеції визначені з таблиці Гауса Крюгера мають наступне значення: 

апн = 43,76 см;  апд = 43,80 см;   с = 46,36 см;     d = 63,76 см;      Р = 20,29 см² 

та відповідні поправки (по середній довготі): 

∆а = 0,01 см,  ∆с = 0,01 см,  ∆d = 0,01 см 

Розміри рамок трапеції в проекції Гаусса-Крюгера будуть:
 

- північна рамка = 43,76 см + 0,01 см = 43,77 (см); 

- південна рамна = 43,80 см + 0,01 см = 43,81 (см); 

- бокова рамка = 46,36 см + 0,01 см = 46,37 (см); 

- діагональ = 63, 76 см +0,01 см = 63,77 (см); 

- площа = 20,29 га + 0,01 га = 20,30 (га). 
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Розділ ІІ.  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  ГЕОДЕЗИЧНИХ  ЗАДАЧ 

2.1. Наближене розв'язування трикутників за теоремою Лежандра  

Після визначення кінцевих значень виміряних кутів або напрямків у тріангуляції на 

поверхні еліпсоїду розпочинають розв’язування трикутників, яке зводиться до послідовного 

обчислення довжин їх сторін за одним виміряним базисом і кутами трикутників. При довжинах 

сторін до 90 км розбіжностями між поверхнею еліпсоїду і сферою можна нехтувати, а 

трикутники вважати сферичними. Отже, їх можна розв’язувати за правилами сферичної 

тригонометрії. 

Сферичний трикутник                                Плоский трикутник 

                                   
Теорема Лежандра: Малий сферичний трикутник АВС можна розв’язувати як плоский, 

якщо кожний з його кутів А, В, С зменшити на третину сферичного надлишку: 

           

Кути А, В, С  називають плоскими приведеними кутами. Величину  називають 

сферичним надлишком трикутника. Оскільки , то  Тому  

слід розглядати як різницю сум кутів сферичного і плоского трикутників.  

Rm - радіус сфери, який дорівнює середньому радіусу кривизни поверхні еліпсоїду, на 

якій побудований трикутник: 

                   ;                

mm BeW 22 sin1  - перша функція геодезичної середньої широти трикутника; а, b - 

велика та мала півосі, е - перший ексцентриситет референц-еліпсоїду.  

З метою забезпечення точності обчислень довжин сторін ms =  0,001м у тріангуляції 1 

класу помилка ε не повинна перевищувати величини порядку ms =  0,0005''. 

При довжинах сторін трикутника не більше 90 км його сферичний надлишок не 

перевищує величини ε''  17''. 

Якщо розв’язування сферичного трикутника розпочинати за виміряними кутами, то 

попередньо потрібно позбутися його кутової нев’язки і визначити виправлені сферичні кути. 

Кожен з виправлених кутів розраховують як суму виміряного кута і поправки , де нев’язка 

. Далі за обчисленими плоскими приведеними кутами та довжиною 

вихідної сторони трикутник розв’язують на основі теореми синусів плоскої тригонометрії: 

                                                   

;
3


 AA ;

3


 BB ;

3


 CC

2

mR

Р


180 CBA .180  CBA 

22

21

mm W

b

W

ea
Rm 










3

w


 180CBAw

.
sinsinsin C

c

B

b

A

a














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Послідовність виконання завдання. 

 Розв’язати два малих сферичних трикутники, зображених на схемі, якщо довжина 

вихідної сторони  c1= (60000 - 500×№) метрів, середня широта Bm=50°01'01,1111'' +7΄× N'  N – 

номер варіанту. Виміряні сферичні кути трикутників приведено в таблиці. 

                                                                  

 

Вихідні дані 

Результати вимірів кутів 

№ трикутника Позначення 

кутів 

Виміряні сферичні 

кути 

 1 А1 78°27'09,18" 

В1 51°33'02,51" 

С1 49°59'51,20" 

2 

 

А2 59°25'19,10" 

В2 51°46'48,52" 

С2 68°47'54,33" 

 

Номер варіанту N =  

Довжина вихідної сторони c1 = (60000- 500 × N)                       

метрів 

Середня широта 50°01'01,1111" + 7'×N   

 

Сталі величини 

b 6356863,019 м е2 0,00669342 ρ° 57°,29577951 

 

Робочі формули  

Радіус сфери  

  
Трикутник №1 

           
 

Трикутник №2 

              
 

m

m
Be

b
R

22 sin1


 1801111 CBAw 1

11

2

2

1
1

sin

sinsin

2 C

BA

R

c

m

 
1

1
11

'sin

'sin

C

B
cb 

1

1
1

'sin

'sin

C

A
ca 
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Відомість наближеного розв'язування трикутників. 
№

 т
р

и
 

к
у

тн
 

В
ер

ш
 

Виміряні 

сферичні кути 

-w/3 Виправлені 

сферичні кути 

-є/З Виправлені 

плоскі кути 

Синуси 

кутів 

Довжини 

сторін 

1 С 49° 59' 51,20"       

В 51° 33' 02,51"       

А 78° 27' 09,18"       

Σ1 180° 00' 02,89"     

ε1  

w1  

2 D 59° 25' 19,10"       

В 51° 46' 48,52"       

С 68° 47' 54,33"       

Σ2 180° 00' 01,95"     

ε2  

w2  

 

2.2. Наближене розв'язування трикутників способом аддитаментів 

Сторони сферичного трикутника ABC можна виразити в частинах радіусу R кривизни 

поверхні сфери через виміряні кути А, В, С і вихідну сторону а за теоремою 

синусів співвідношеннями такого вигляду: 

для сторони b  

для сторони с  

Якщо синуси сторін розкласти в тригонометричний ряд, то після спрощення виразів з 

точністю малих величин до четвертого порядку отримаємо: 

для сторони b ; 

для сторони с  

Члени форму;   розкладуємо в біноміальний ряд (1-x)-1 = 1 + x + x2 

+ … i з такою ж точністю остаточно отримаємо:  

 для сторони b ; 

для сторони с  

A
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R
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Величини  ,  ,  називають аддитаментами. 

Аддитаменти - це поправки до сторін сферичного трикутника, з врахуванням яких його 

можна розв'язувати за сферичними кутами на основі теореми синусів плоскої тригонометрії. 

Отже, 

для сторони b  ; 

для сторони с  

Числові значення аддитаментів невідомих сторін можна розраховувати за приблизними 

значеннями їх довжин: 

 та  

Отримані формули дійсні при розв'язуванні сферичних трикутників з довжинами сторін 

до 200 км. 

Для забезпечення точності обчислень довжин сторін ms = ±0,001 м у тріангуляції 1 класу 

при обчисленні аддитаментів середній радіус R кривизни поверхні сфери достатньо вважати 

постійним для поясу між паралелями протяжністю ±5° відносно середньої широти Вm . Оскільки 

пояс в 10° по широті відповідає 1000 км, то середньою широтою Вm можна вважати широту 

деякої середньої точки мережі тріангуляції, якщо віддаль від неї до крайніх точок досягає 500км 

у напрямі з півдня на північ. Оскільки територія України розташована в широтах приблизно від 

44° до 52°, то практично при обчисленні аддитаментів достатньо прийняти середню широту Вm 

 48° і середній радіус кривизни поверхні сфери R = 6 380 461м. 

Якщо розв'язування сферичного трикутника розпочинати за виміряними кутами, то 

попередньо потрібно позбутися його кутової нев'язки і визначити виправлені сферичні кути. 

Кожен з виправлених кутів розраховують як суму виміряного кута і поправки –w/3, де нев'язка 

w = A + B + C - 180° - ε. ε - сферичний надлишок трикутника. 

Послідовність виконання завдання. 

 Розв’язати два малих сферичних трикутники, зображених 

на схемі, якщо довжина вихідної сторони c1= (60000 - 500×№)  

метрів, середня широта Bm=50°01'01,1111'' +7΄× N'  N – номер 

варіанту. Виміряні сферичні кути трикутників приведено в 

таблиці 

Вихідні дані 

Результати вимірів кутів. 
№ трикутника Позначення кутів Виміряні сферичні кути 

1 A1 78° 27' 09,18" 

B1 51° 33' 02,51" 

C1 49° 59' 51,20" 

2 А2 59° 25' 19,10" 

B2 51° 46' 48,52" 

С2 68° 47' 54,33" 

 

Номер варіанту N =  

Довжина вихідної сторони c1 = (60000- 500 × N)                          метрів 

Середня широта 50°01'01,1111' + 7'×N  
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Сталі величини 

b 6356863,019 м е2 0,00669342 ρ°   57°,29577951 

Робочі формули 

 

Трикутник №1                  

Трикутник №2                 

 

Відомість наближеного розв'язування трикутників 

№ 

тр. 

Ве

рш, 

Виміряні 

сферичні кути 

-w/3 Виправлені 

сферичні кути 

Синуси 

кутів 

Приблизні 

довжини 

Аддита- 

менти 

Довжини 

сторін 

1 С 49° 59' 51,20"       

В 51° 33' 02,51"       

А 78° 27' 09,18"       

Σ1 180° 00' 02,89"   

ε1  

W1  

2 D 59° 25' 19,10"       

В 5 1° 46' 48,52"       

С 68° 47' 54,33"       

Σ2 180° 00' 01,95"   

ε2  

w2  

 

2.3. Розв'язування прямої геодезичної задачі способом допоміжної точки (спосіб 

Шрейбера) 

 

Результати геодезичних вимірів визначають відносне взаємне положення геодезичних 

пунктів за відстанями між ними і кутами фігур, які вони 

утворюють. Абсолютне положення пунктів на земному еліпсоїді 

найбільш оптимально визначається їх координатами в геодезичній 

(географічній) системі. Геодезичні широта, довгота і азимут 

виражають положення пунктів та орієнтування напрямів між ними 

відносно ліній меридіанів та паралелей на поверхні земного 

еліпсоїду. Визначення геодезичних координат і азимутів - мета 

основних геодезичних робіт. 

А і В - пункти на поверхні еліпсоїду з геодезичними 

координатами B1, L1 і В2, L2, АР - меридіан т А; ВР - меридіан т В. 

А12 і А21 - прямий і зворотній азимути напряму АВ. s - довжина 

геодезичної лінії АВ. 

Задача, в якій за значеннями величин B1,L1, A12 та s розраховують значення B2, L2 та А21, 

називається прямою геодезичною задачею. 

Задача, в якій за значеннями величин B1,L1 та B2,L2 розраховують значення A12 , А21 та s, 

називається оберненою геодезичною задачею. 

Пряму і обернену геодезичні задачі називають головними геодезичними задачами. 
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При розв'язуванні головних геодезичних задач з метою забезпечення потрібної точності 

кінцевих результатів обчислень необхідно дотримуватись повної відповідності між точністю 

вихідних даних та точністю робочих формул. Така вимога викликана тим, що формули, які 

використовуються у вибраному способі розв'язування, є результатом розкладу в ряди тих чи 

інших диференційних чи тригонометричних співвідношень на поверхні еліпсоїду. В цьому 

розумінні всі формули є нестрогими і неточними. Використовуючи певне число членів ряду, 

можна отримати результат розрахунку з різною точністю. Практично, виходячи з точності 

вихідних даних та заданої точності кінцевого результату обчислень за формулою, 

встановлюється число членів ряду, які потрібно враховувати у вигляді поправочних 

коефіцієнтів. Інші члени ряду, як малі величини порівняно з точністю результату розрахунку, 

відкидаються. Критерієм точності формули є степінь малої величини, якою нехтують у 

остаточному вигляді формули. 

Найчастіше такою малою величиною є відношення s/R . Для забезпечення потрібної 

точності обчислень формулу можна вважати практично точною, якщо вона включає відповідне 

число поправочних коефіцієнтів та містить десятикратний запас (порядок) точності. 

Розв'язування прямої геодезичної задачі способом допоміжної точки виконується 

посереднім шляхом - обраховують насамперед різниці координат пунктів, а за ними - абсолютні 

значення координат. За умови використання робочих формул приведеного нижче вигляду, 

спосіб забезпечує розрахунок геодезичних координат пунктів у тріангуляції 1 класу з точністю 

десятитисячних часток секунди, азимутів - з точністю тисячних часток секунди. 

С - допоміжна точка поверхні еліпсоїду, розташована на меридіані т А так, що геодезична 

лінія СВ має азимут ACB = 90°. Точка С має геодезичні координати B0, L1. 

Черговість дій при розв'язуванні прямої геодезичної задачі способом допоміжної точки: 

/. Обчислення широти точки С 

B0=B1+b (16) 

b - різниця широт пункту А і точки С 

 (17) 

де  - перша функція геодезичної широти пункту А; 

- радіус кривизни меридіанного перерізу в п.А; 

u = s cosA12; v = s sinA12 ; u,v - проміжні умовні позначення; а і e - велика піввісь і перший 

ексцентриситет земного еліпсоїду. 

При s < 30км поправочним коефіцієнтом  у формулі (17) можна нехтувати. 

2.Обчислення широти пункту В 

B2 = B0 – d = B1 + b – d (18) 

d - різниця широт пункту B і точки С 

 (19) 

де - перша функція геодезичної широти точки С ; 

с - різниця довгот пункту В і точки С 

 (20) 
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; τ = c tgB0 ; λ i τ - проміжні величини; e’ - другий ексцентриситет еліпсоїду. 

При s < 30 км поправочним коефіцієнтом  у формулі (19) 

можна нехтувати. 

3.Обчислення довготи пункту В 

L2 = L1 + l (21) 

l - різниця довгот пунктів А і В (приблизне значення різниці l. виражає величина λ). 

 (22) 

При s < 30км поправочним коефіцієнтом  у 

формулі (22) можна нехтувати. 

4. Обчислення зворотного азимуту A21 

A21 = A12  180° + t – ε (23) 

t - кут, утворений на поверхні еліпсоїду кривою ВР меридіанного перерізу в пункті В та 

кривою ВТ, яка паралельна меридіанному перерізові у пункті А. Кут t називають зближенням 

меридіанів у пункті В. Приблизне значення зближення меридіанів t виражає величина τ . 

 (24)  

ε - сферичний надлишок трикутника ABC 

 (25) 

При s < 30км поправочним коефіцієнтом  у формулі (24) можна нехтувати. 

 

Послідовність виконання завдання. 

 Розв'язати пряму геодезичну задачу, якщо геодезична широта пункту А 

B1=50°01'01,1111'+7'×N , геодезична довгота пункту А L1=24°11'11,1111'+30'×N, прямий азимут 

напряму АВ A12=2°01'01,111'+3°×N , довжина геодезичної лінії c1 = (60000 - 500 × N) метрів, N 

- номер варіанту.  

 

Вихідні дані 

Номер варіанту N =  

B1= 50°01'01,1111'+7'×N   

L1=24°11'11,1111'+30'×N   

A12=2°01'01,111'+3°×N   

s = (60000 - 500 × N)                            метрів  

 

Сталі величини 

а 6378245 м e2 0,00669342 e’2 0,00673853 ρ° 57°,29577951 
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Обчислення широти точки С 

Позначення дій                Результати Позначення дій              Результати 

W1= √1 − e2sin2В1  p
𝑢

𝑀1
  

M1=
𝑎(1− 𝑒2)

𝑊1
3   3

4

𝑒2

𝑎(1−𝑒2)
uW1sin2B1 

 

u = s cos A12  𝑣2𝑊1
4

3𝑎2(1 − 𝑒2)
 

 

v = s sin A12  𝑒2

2𝑎2
𝑢2𝑐𝑜𝑠2𝐵1 

 

b  B0  

  

 

Обчислення широти пункту В 

Позначення дій           Результати   Позначення дій                    Результати 

W0= √1 − e2sin2В0  𝑐𝜏 𝑊0
2

2𝑝 (1 − 𝑒2)
 

 

ρ = 
𝑣 𝑊0

𝑎
  𝜏2

6𝑝2
 

 

𝑢2𝑊1
4

6𝑎2(1 − 𝑒2)
 

 𝜆2

12𝑝2
 

 

с  𝑒′2𝜆2𝑐𝑜𝑠2𝐵0

12𝑝2
(10𝑠𝑖𝑛2𝐵0 − 1) 

 

λ = 
𝑐

cos 𝐵0
  d  

τ = c tgB0  B2  

 

 

Обчислення довготи пункту В 

Позначення дій                 Результати       Позначення дій              Результати 

τ2

3𝑝2
 

 λ  

𝜆4

90𝑝4
(6 + 7𝑠𝑖𝑛2𝐵0)𝑠𝑖𝑛2𝐵0 

 L2  

 

 

Обчислення зворотного азимуту 

Позначення дій              Результати Позначення дій                   Результати 

ε = 𝑝
𝑢 𝑣 𝑊1

4

2𝑎2(1−𝑒2)
 

 t  

𝜆2

6𝑝2
 

 A21  

𝜆2

6𝑝2
𝑒′2𝑐𝑜𝑠4𝐵0 
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2.4. Розв'язування прямої геодезичної задачі за формулами Гауса із середніми 

аргументами 

Якщо відомі координати B1 , L1 початкового пункту А, азимут А12 та довжина елементу 

геодезичної лінії ds, то координати B2,L2 кінцевого пункту В лінії та її азимут А21 є функціями 

довжини лінії s: 

  

Якщо функції f1 розкласти в ряд Маклорена виду  

 

то для різниць широт  , довгот  та азимутів ,  

отримаємо систему рівнянь 

 (26) 

Індекс „1" вказує, що значення похідних обчислюються за аргументами B1,L1,A12. Всі 

потрібні похідні можна визначити із системи вихідних диференційних рівнянь поверхні 

еліпсоїду 

 

де  - друга функція геодезичної широти;  радіус 

кривизни меридіанного перерізу в полюсі при В = 90°; а, e' – велика піввісь та другий 

ексцентриситет еліпсоїду. Якщо значення похідних виразити аргументами середньої широти 

 та середнього азимуту , то в рядах (26) будуть відсутні парні 

похідні і ряди будуть краще сходитись. При розв'язуванні геодезичних задач це дає можливість 

обмежуватись меншим числом членів розкладу, забезпечуючи при цьому потрібну точність 

результатів. Для забезпечення точності розрахунку координат і азимутів у тріангуляції І класу 

у формулах розрахунку різниць широт, довгот і азимутів достатньо зберігати члени рядів з 

малими величинами у третій степені. З такою точністю формули мають вигляд: 

 ;(27) 

 ;(28) 

 (29) 

Тепер  

2

21 BB
Bm




2

180 21

0

12 AA
Am



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В отриманих формулах різниці координат і азимутів виражаються функціями Вт та Ат, а 

також b та l, які невідомі. Тому завдання розв'язують послідовними наближеннями. У першому 

наближенні 

  

 

За значеннями , користуючись формулами (27) - (29), у другому 

наближенні розраховують  Наближення повторюють, доки результати 

розрахунків у двох суміжних наближеннях не будуть рівні між собою. 

 

Послідовність виконання завдання.  

Розв'язати пряму геодезичну задачу, якщо геодезична широта пункту А 

B1=50°01'01,1111'+7'×N , геодезична довгота пункту А L1=24°11'11,1111'+30'×N, прямий азимут 

напряму АВ A12=1°01'01,111'+3°×N , довжина геодезичної лінії c1 = (60000- 500 × N) метрів N - 

номер варіанту. 

Вихідні дані 

Номер варіанту N =  

B1= 50°01'01,1111'+7'×N   

L1=24°11'11,1111'+30'×N   

A12=2°01'01,111'+3°×N   

c1 = (60000 - 500 × N)                        метрів  

Сталі величини. 

6378245 

м 

e'2 0,00673853                 ρ° 57°,29577951 

Наближення (1)  

Позначення дій Результати Позначення діяння 

дій 

Результати 

𝑐 = 𝑎√1 + 𝑒`2  𝑉1 = √1 + 𝑒`2𝑐𝑜𝑠2𝐵1  

𝑏(1) = 𝜌
𝑉1

3

𝑐
𝑠 𝑐𝑜𝑠𝐴12 

 𝑡(1)

= 𝜌
𝑉1

𝑐
𝑠 𝑠𝑖𝑛𝐴12𝑡𝑔𝐵1 

 

𝜆(1) = 𝜌
𝑉1

𝑐
𝑠

𝑠𝑖𝑛𝐴12

𝑐𝑜𝑠𝐵1

 
 

𝐵𝑚
(1)

= 𝐵1 +
𝑏(1)

2
 

 
𝐴𝑚

(1)
= 𝐴12 +

𝑡(1)

2
 

 

Позначення дій Результати в наближеннях 

(2) (3) (4) (5) 

Vm=√1 + 𝑒′2 +  𝑐𝑜𝑠2𝐵𝑚     

л2

12𝑝2
 

    

л2

24𝑝2
𝑠𝑖𝑛2𝐵𝑚 
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𝑏2

24𝑝2
 

    

𝑝
𝑉𝑚

3

𝑐
𝑠 cos 𝐴𝑚 

    

𝑝
𝑉𝑚

𝑐
𝑠

sin 𝐴𝑚

cos 𝐵𝑚

 
    

𝑝
𝑉𝑚

𝑐
𝑠 𝑠𝑖𝑛𝐴𝑚𝑡𝑔 𝐵𝑚 

    

B     

λ     

t     

Bm=𝐵1 +
𝑏

2
     

Am=𝐴12 + 
𝑡

2
     

 

Кінцеві результати 

Позначення дій Результати зтати 

B2 = B1 + b   

L2 = L1 + λ   

A21 = A12 ±180º+ t   
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Розділ ІІІ.  ПЛОСКІ  ПРЯМОКУТНІ  КООРДИНАТИ  ГАУСА-КРЮГЕРА 

3.1. Розв'язування оберненої геодезичної задачі за формулами Гауса із середніми 

аргументами    

Для розв'язування оберненої геодезичної задачі, в якій за значеннями геодезичних 

координат B1,L1 та B2, L2 пунктів А та В розраховують значення азимутів A12, A21 та довжини s 

геодезичної лінії АВ, найбільш оптимально використовувати обернений алгоритм розв'язування 

за формулами Гауса із середніми аргументами (27)-(29). Черговість дій при розв'язуванні 

оберненої геодезичної задачі за формулами Гауса із середніми аргументами: 

1.Обчислення різниць координат B2 – B1 = b, L2 – L1 = l та середньої широти  

  
2.Обчислення сум поправочних коефіцієнтів у формулах (27) та (28) 

  
3.Обчислення середнього азимуту Ат . 

Оскільки 

 

то звідси виражаємо допоміжні величини Р та Q: 

 

де - друга функція середньої геодезичної широти; 

 - радіус кривизни меридіанного перерізу в полюсі при В = 90°; а, e' - велика 

піввісь та другий ексцентриситет еліпсоїду. З останніх двох рівнянь маємо: . 

4.  Обчислення довжини геодезичної лінії  

 
5.  Обчислення зближення меридіанів t за формулою (29) 

 
6.  Обчислення азимутів 

 
Наведені формули за точністю результатів розрахунків дійсні для віддалей такого ж 

порядку, що й у прямій геодезичній задачі. 

У порівнянні з іншими способами розв'язування оберненої геодезичної задачі спосіб 

Гауса з формулами із середніми аргументами виділяється простотою робочих формул, тому 

2

21 BB
Bm



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розглядається як найбільш оптимальний. Оскільки за умовою задачі один із середніх аргументів 

Вт можна розрахувати завчасно, то незручність, яка має місце у прямій задачі (застосування 

послідовних наближень), у оберненій задачі відсутня. 

 

Послідовність виконання завдання. 

 Розв'язати обернену геодезичну задачу, якщо геодезична широта пункту А 

B1=50°01'01,1111'+7'×N, геодезична довгота пункту А L1=24°11'11,1111'+30'×N, N - номер 

варіанту. Геодезичні координати пункту В вибрати із завдання №7 B2 = ___________ ,  

L2 = _________________ 

Вихідні дані 

Номер варіанту N =  

B1= 50°01'01,1111'+7'×N          

L1=24°11'11,1111'+30'×N   

B2   

L2   

 

Сталі величини 

а 6378245 м e’2 0,00673853 ρ° 57°,29577951 

 
Позначення дій Результати Позначення дій Результати 

1.Обчислення різниць координат і середньої широти 

B2-B1=b  
𝐵𝑚 

𝐵1 + 𝐵2

2
 

 

L2-L1=λ  

2. Обчислення сум поправочних коефіцієнтів у формулах (27) та (28) 

л2

12𝑝2
 

 ∆b  

𝑏2

24𝑝2
 

 

∆λ  

л2

24𝑝2
𝑠𝑖𝑛2𝐵𝑚 

 

3. Обчислення середнього азимуту Am 

c = √1 + 𝑒′2  
𝑃 =  

л𝑐 cos 𝐵𝑚

𝑝𝑉𝑚Δл
 

 

Vm=√1 + 𝑒′2 +  𝑐𝑜𝑠2𝐵𝑚  
𝐴𝑚 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑃

𝑄
 

 

𝑄 =  
𝑏𝑐

𝑝𝑉𝑚
3∆𝑏

 
 Am  

4. Обчислення довжини геодезичної лінії s 

𝑠 =
𝑃

sin 𝐴𝑚

 
 

𝑠 =  
𝑄

cos 𝐴𝑚

 
 

5. Обчислення зближення меридіанів t 

𝑝
𝑉𝑚

𝑐
𝑠 sin 𝐴𝑚𝑡𝑔𝐵𝑚 

 
𝐼 +

л2

12𝑝2
−

л2

24𝑝2
𝑠𝑖𝑛2𝐵𝑚 +

𝑏2

12𝑝2
 

 

𝑡 = 𝑝
𝑉𝑚

𝑐
𝑠 𝑠𝑖𝑛𝐴𝑚𝑡𝑔𝐵𝑚(1 +

л2

12𝑝2
−

л2

24𝑝2
𝑠𝑖𝑛2𝐵𝑚 +

𝑏2

12𝑝2
) 

 

6. Обчислення азимутів 

𝐴12 =  𝐴𝑚 −  
𝑡

2
 

 
𝐴21 = 𝐴𝑚 ±  1800 +

𝑡

2
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3.2. Пряма задача проекції Гауса-Крюгера (перехід з поверхні еліпсоїду на площину) 

Система геодезичних координат на поверхні земного еліпсоїду є основною при 

розв'язуванні наукових задач та при створенні державної опорної геодезичної мережі. Однак 

така система незручна в практичному використанні при розв'язуванні різних інженерних та 

інших народногосподарських задач, передусім при створенні топографічних планів місцевості, 

проектуванні та перенесенні в натуру споруд і т.д. Для розв'язування такого роду завдань 

найбільш зручно користуватись системою прямокутних координат х, у на площині. Оскільки 

поверхню еліпсоїду неможливо розгорнути на площину без спотворень, то неможливо 

запропонувати єдину систему плоских координат, в якій би відображалось без спотворень 

взаємне положення точок земної поверхні. Тому поверхня еліпсоїду має зображатись на 

площині за певним законом, який математично виражається рівняннями загального вигляду 

 
Якщо за певних умов встановити закон зображення, то отримані рівняння забезпечать 

перехід від кутів та віддалей на поверхні еліпсоїду до таких же на площині. Вибраний закон 

повинен забезпечити єдину державну систему плоских прямокутних координат і має 

задовольняти таким вимогам: 1) найменші спотворення зображених на площині елементів 

поверхні еліпсоїду; 2) можливість вираження та врахування спотворень; 3) простота проекції 

поверхні еліпсоїду на площину. Таким вимогам задовольняє конформна проекція - зображення, 

при якому безмежно малий контур на поверхні еліпсоїду відображується подібним йому 

контуром на площині. В конформній проекції кутові спотворення відсутні, а масштаб лінійних 

зображень постійний вздовж головних напрямів. Така проекція не може мати єдиної точки 

відліку, оскільки в протилежному випадку це привело б до значних спотворень при віддаленні 

від такої точки. Зазначеним вимогам найкраще задовольняє конформна проекція поверхні 

еліпсоїду на площину Гауса - Крюгера. 

В проекції Гауса - Крюгера еліпсоїд розділений 

меридіанами на зони з постійною різницею довгот. Кожна 

зона є сфероїдним двокутником з вершинами у полюсах. 

Середній меридіан зони називають осьовим меридіаном з 

довготою L0. Протяжність зони по довготі складає 6°, а в 

районах проведення крупно масштабних знімань - 3°. 

Східний та західний меридіани кожної шестиградусної зони 

співпадають з правою та лівою рамками листа карти 

масштабу 1:1000000.  

Довгота осьового меридіану шестиградусної зони 

розраховується за формулою L0 = 6n - 3 (30)  

де n - порядковий номер зони, розпочинаючи від нульового 

Грінвічського меридіану. Номер N листа карти масштабу 1:1 

000000 виражається формулою N = n + 30.  

Територія України розташована в межах зон за номерами 

4,5,6,7. Якщо положення точки А на поверхні еліпсоїду описується 

геодезичними широтою В та довготою L, то в зоні - широтою В та 

довготою l =L – L0. Номер зони обчислюється за довготою L точки А як ціла частина відношення 

L0/60, збільшена на 1, або за номером N листа карти мільйонного масштабу: n=N -30. 

В кожній зоні зображення осьового меридіану прийнято за вісь абсцис х, а зображення 

екватору - за вісь ординат у. Ці криві поверхні еліпсоїду в проекції Гауса - Крюгера на площині 

зображуються прямими лініями. Вздовж осьового меридіану еліпсоїд зображується на площині 
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без спотворень. Перетин осей абсцис і ординат є початком координат х0,у0 для кожної зони. 

Зображення а точки А в проекції зони на площині описується прямокутними плоскими 

координатами х, у. В межах території України абсциси х додатні; ординати у додатні східніше 

та від'ємні західніше осьового меридіану зони. Щоб уникнути від'ємних ординат, точкам 

осьового меридіану зони умовно присвоюють значення ординати у0 = 500 000 м і спереду 

записують номер зони. 

Прямою задачею проекції Гауса - Крюгера називають розв'язування завдання переходу з 

поверхні еліпсоїду на площину з метою визначення прямокутних координат пунктів, якщо 

вихідними даними є геодезичні координати B, L початкового пункту А, довжина геодезичної 

лінії s та азимут АAB вихідної сторони АВ мережі геодезичних пунктів. 

Хід дій при розв'язуванні прямої задачі проекції Гауса - Крюгера: 

1.Розрахунoк номера зони n, довготи її осьового меридіану L0 та геодезичних координат 

ВA, l початкового пункту А, віднесених до зони його розташування. 

2.Розрахунок прямокутних координат х, у початкового пункту А за його геодезичними 

координатами в зоні ВА, l : 

 (31) 

 (32) 

де  радіус кривизни перерізу першого вертикалу; 

- друга функція геодезичної широти точки А; 

- радіус кривизни меридіанного перерізу в полюсі при широті В = 90°; а, e' - 

велика піввісь та другий ексцентриситет еліпсоїду; X - довжина дуги осьового меридіану від 

екватора до паралелі з широтою ВА. 

 
Величину X можна розрахувати за формулою (5) вигляду 

 (33) 

де e - перший ексцентриситет, A.B.C.D - сталі коефіцієнти референц-еліпсоїду. 

3.Розрахунок зближення меридіанів γ на площині у пункті А за геодезичними 

координатами ВА,l: 

 (34) 

AV

c
N 

AA BeV 2cos'1
2



2'1 eac 
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За величиною γ тепер можна виразити наближене значення α'AB дирекційного кута 

вихідної сторони АВ на площині: 

α'AB = AAB – γ (35) 

4.Розрахунок масштабу зображення m в пункті А на площині за геодезичними 

координатами BA, l. 

Масштабом зображення (або спотворенням)  називають відношення довжини 

елементарного відрізку dS на площині до довжини відповідного йому елементарного відрізку ds 

на поверхні еліпсоїду. 

 (36) 

5.Розрахунок наближених довжин сторін геодезичної мережі на площині за виміряними 

сферичними кутами і довжиною геодезичної лінії s вихідної сторони мережі. Наближені 

значення довжин на площині обчислюються з розв'язування трикутників за теоремою Лежандра 

чи способом аддитаментів. 

6.Розрахунок наближених значень х', у' плоских прямокутних координат пунктів за 

координатами хA, уА початкового пункту А, наближеним значенням α'AB дирекційного кута 

вихідної сторони АВ, виправленими кутами та наближеними довжинами сторін трикутників на 

площині. Для мережі двох трикутників можна записати: а) дирекційні кути сторін:  

 
б) прямокутні координати вершин трикутників: 

 
7.Редукція довжини геодезичної лінії s вихідної сторони АВ з еліпсоїду на площину. 

Якщо на еліпсоїді віддаль між пунктами АВ = s , то внаслідок спотворень проекції на площині 

відповідна віддаль AB = S. При обчисленні довжини S вихідної сторони на площині в довжину 

геодезичної лінії s вводять поправку 

за редукцію віддалей  і остаточно віддаль на площині виражається 

формулою 

 

S =                                            (37) 

8. Редукція напрямів з еліпсоїду на площину. 

АВ, АС - геодезичні лінії на еліпсоїді. Криві ab, ас - зображення геодезичних ліній АВ, 

АС на площині. 
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Кут δab між хордою ab і дотичною до кривої ab у точці a називають поправкою до 

напряму АВ за кривизну зображення геодезичної лінії АВ на площині (або поправкою за 

редукцію напряму АВ на площину). Поправки δ до прямого та зворотного напрямів геодезичної 

лінії різняться між собою за абсолютним значенням і протилежні за знаком. 

Для редукції напряму з еліпсоїду на площину поправку δ завжди віднімають від 

виміряного напряму. Наприклад, остаточне значення дирекційного кута αAB вихідної сторони 

АВ на площині 

αAB = α'AB - δab = AAB – γ - δab (38) 

Поправки за редукцію прямого та зворотного напрямів геодезичної лінії з еліпсоїду на 

площину розраховують за формулами: 

 ;        (39) 

 ,            (40)  

де x'1,y'1 та x'2,y'2 - приблизні прямокутні координати початкової та кінцевої точок 

напряму; ; середній радіус кривизни поверхні еліпсоїду Rm обчислюють за 

середньою широтою Вm пунктів мережі або широтою початкового пункту. 

За поправками δ і виміряними сферичними кутами можна розрахувати виміряні кути у 

вершинах трикутників, редуковані на площину. Наприклад, для пункту А поправка δA до 

виміряного сферичного кута δA = δac – δab, а відповідний кут на площині A' = A - δA. Перевіркою 

правильності розрахунку поправок за редукцію напрямів на площину в межах трикутника є 

рівність δA + δB + δC =, де ε – сферичний надлишок трикутника ABC. 

9. Зрівноважування мережі і розрахунок остаточних значень х, у плоских прямокутних 

координат пунктів за координатами ХA,УA початкового пункту, дирекційним кутом αАВ та 

довжиною S вихідної сторони і зрівноваженими кутами та довжинами сторін трикутників на 

площині. 

 

Послідовність виконання завдання. 

Розв'язати пряму задачу проекції Гауса - Крюгера для мережі 

двох трикутників, зображених на схемі, якщо геодезичні 

координати початковою пункту BA= 50°01'01,1111'+7'×N, LA = 

24°11'11,1111'+30'×N, азимут вихідної сторони 

AAB=2°01'01,111'+3°×N, довжина геодезичної лінії вихідної сторони 

AB = c1 = (60000- 500 × N) метрів; N - номер варіанту. 

 

Вихідні дані 

№ трикутника Позначення кутів Виміряні сферичні кути 

1 A1 78° 27' 09,18" 

B1 51° 33' 02,51" 

C1 49° 59' 51,20" 

2 A2 59° 25' 19,10" 

B2 51° 46' 48,52" 

C2 68° 47' 54,33" 

2

''
' 21 yy

y m


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Номер варіанту N =  

BA= 50°01'01,1111'+7'×N,   

LA = 24°11'11,1111'+30'×N   

AAB=2°01'01,111'+3°×N,   

c1 = (60000 - 500 × N)                         метрів  

 

Сталі величини 

а 6378245 м b 6356863,019 м e 2 0,00669342 e'2 0.00673853 

А 1,00505177 В 0,00506238 С 0,00001062 D 0,00000002 

ρ° 57°,29577951     ρ" 206264,8062 

 

1. Обчислення номера зони, довгот осьового меридіану та початкового пункту А в зоні. 

Позначення дій                Результати        Позначення дій              Результати 

n =1+ ціла частина 
𝐿⁰

6⁰
 8 λ = L – L0  

L0 = 6n - 3 45°   

 

2. Обчислення прямокутних координат початкового пункту, масштабу зображень та 

зближення меридіанів за геодезичними координатами пункту в зоні і наближеного дирекційного 

кута вихідної сторони на площині: 

 

Позначення дій     Результати Позначення дій Результати 

a(1-e2)  λ/ρ N cosBA  

A*𝐵𝐴/с  λ2/2ρ2 NsinBAcosBA  

B/2 sin2BA  (λ2cos2BA)/ρ2  

C/4 sin4BA  λ sinBA  

D/6 sin6BA  λ3/3ρ2 sinBAcos2BA  

X  M  

C  ХA  

V  УA  

N  γ  

tg2BA   

e'2cos2BA  α'ab  

e'4cos4BA   

 

3. Обчислення наближених довжин сторін трикутників на площині (результати в 

завданнях 4, 5). 

 

4. Відомість обчислення наближених прямокутних координат вершин трикутників. 

Вершини Виправлені плоскі 

кути 

Наближені 

дирекційні 

кути 

Наближені 

довжини сторін 

Наближені прямокутні 

координати вершин 

    x'i У'i 

В      

А 78° 27' 08,217"     

    

С 118° 47' 43,917"    
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D 59° 25' 18,450"    

    

В 103° 19' 49,417"    

    

А     

 

5. Редукція довжини вихідної сторони э еліпсоїду на площину. 

Позначення 

дій 

Результати Позначення 

дій 

Результати Позначення дій Результати 

Rm=  ym=  (Δy)2/24Rm
2=  

Δy=  ym
2/2Rm

2=  ym
4/12Rm

4=  

Довжина вихідної сторони на площині S(м) вихідної сторони на площині 5 (м)  

 

 

6. Редукція напрямів з еліпсоїду на площину. 

Відомість обчислення поправок до напрямів за кривизну зображення геодезичних ліній 

на площині. 

Напрями Дії 1 – A 2 - B 1 – A 2 - C 1 – C 2 - B 1 – C 2 - D 1 – B 2 - D 

Rm      

1 2 3 4 5 6 

x'1      

x'2      

y'1      

y'2      

y'm      

y'm-(y'2-y'1)/6      

y'm+(y'2-y'1)/6      

ρ
(𝑥′2−𝑥′1)

(2𝑅𝑚2)
      

ρ
(𝑥′2−𝑥′1)

(6𝑅𝑚4)
y'm

3      

ρ
(𝑦′2−𝑦′1)

𝑅𝑚3
y'm

2e'2cos2BmtgBm      

δ''12      

δ''21      

 

Дирекційний кут вихідної сторони на площині αAB = α'AB – δab =  

Відомість обчислення поправок до виміряних сферичних кутів за кривизну зображення 

геодезичних ліній їх сторін на площині. 
№ 

В
ер

ш
и

н
и

 

Поправки до напрямів 

сторін у вершинах 

кутів 

П
о

п
р

ав
к
и

 д
о

 

в
и

м
ір

я
н

и
х

 

сф
ер

и
ч

н
и

х
 

к
у

ті
в
 

№ 

В
ер

ш
и

н
и

 

Поправки до напрямів 

сторін у вершинах кутів 

П
о

п
р

ав
к
и

 д
о

 

в
и

м
ір

я
н

и
х

 

сф
ер

и
ч

н
и

х
 

к
у

ті
в
 

δправ δлів δправ δлів 

1 А    2 С    

В    D    

С    В    

Контроль ε1 =   Контроль ε2 =   
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7. Відомість зрівноважування трикутників та обчислення довжин сторін на площині. 

№ 

тр 

Вер

ш. 

Виміряні 

сферичні 

кути 

-δ Виміряні 

плоскі кути 

-w/3 Зрівноважені 

плоскі кути 

Синуси 

кутів 

Довжини 

сторін 

1 С 49°59'51,20"       

В 51°33'02,51"       

А 78°27'09,18"       

Σ1 180°00'02,89"     

ε1   

w1  

2 D 59°25'19,10"       

В 51°46'48,52"       

С 68°47'54,33"       

Σ2 180°00'01s95"     

ε2   

w2  

 

 

 

8. Відомість обчислення остаточних прямокутних координат вершин трикутників. 

Вершин

и 

Зрівноважені 

плоскі кити 

Дирекційні кути 

сторін 

Довжини 

сторін 

Прямокутні координати вершин 

xi yi 

В      

А 78°27'04,027"   

  

С 118° 47'17,255"   

  

D 59°25'22,526"   

  

В 103° 20'16,192"   

  

А    

 

3.3. Розрахунок геодезичних координат пункту за плоскими прямокутними 

координатами 

За своїм змістом поставлене завдання є частиною оберненої задачі проекції Гауса - 

Крюгера, яка має на меті здійснення переходу з площини на поверхню еліпсоїду з обчисленням 

геодезичних координат B, L, якщо 

вихідними даними є прямокутні 

координати х, у геодезичних пунктів. 

Абсциса х точки а на площині 

виражається відрізком, який відповідає 

довжині дуги осьового меридіану від 

екватора до точки а1 з широтою B1. За 

умови y → 0 та l → 0 точка a → a1 і 

відповідна точка на поверхні еліпсоїду A → 

A1 гранично матиме широту B = B1. 
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Широту В1 можна обчислити за довжиною дуги меридіану, що відповідає х. Тут можна 

скористатись формулою обчислення довжини дуги меридіану вигляду (5) і виразити з неї 

потрібну широту B1 прийнявши s = х. Отже, B1 - широта основи ординати точки у = 0 : 

                (41) 

З врахуванням значень сталих величин еліпсоїду а, e2 , A ,B, C, D та, наприклад, ρ" = 

206264,8062 маємо: 

B'1=0,0323930760x + 519,4709177sin2B1 – 0,5451113292sin4B1 + 0,0007114572sin6B1    (42) 

У формулах (41) та (42) аргументами є х та невідома широта В1. Тому розв'язок завдання 

можна досягти послідовними наближеннями. У першому наближенні  або B1'' 

=0,0323930760x. Наближення повторюють, доки результати обчислення B1 у двох суміжних 

наближеннях не будуть рівними між собою.  

По мірі віддалення від осьового меридіану на величину ординати у для широти В точки 

А має місце нерівність В <В1. Широті В відповідає довжина дуги X осьового меридіану від 

екватора до паралелі точки А. Тому остаточно потрібна широта точки А залежатиме від В1 та 

ординати у точки в зоні проекції Гауса - Крюгера: 

,       (43) 

де  - радіус кривизни меридіанного перерізу;  - радіус кривизни 

перерізу першого вертикалу;  - радіус кривизни меридіанного перерізу в полюсі; 

 - друга функція широти В1. 

Довгота l точки А в зоні проекції Гауса – Крюгера 

(44) 

Довгота точки на поверхні еліпсоїду 

                           L = L0 + l                 (45) 

де L0 - довгота осьового меридіану зони. 

Послідовність виконання завдання. 

Обчислити геодезичні координати пункту В, якщо значення його прямокутних координат 

складають ХB = 5836542,784 м, УB = 8416384,583 м. 

Вихідні дані 

Плоскі прямокутні координати пункту 

В 

хB 5836542,784+№  

уB 8416384,583+№  

Сталі величини. 

a 6378245 м e'1 0,00673853 ρ" 206264,8062" 

Відомість обчислення широти В1 

Позначення дій Результати в наближеннях 

(1) (2)                (3) (4) (5) 

0,0007114572sin6B1      

0,5451113292sin4B1      

519,4709177sin2B1      
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0,0323930760x      

B1"      

Широта В1 =  

Відомість обчислення геодезичних координат пункту В. 

Позначення дій Результати Позначення дій Результати 

 
 9e2cos2B1tg

2B1  

 
 

 

 

 

 B  

 

  

 

 l  

 

  

tg2B1  L = L0 + l  

e'2cos2B1   

Висновок 

 

Виконавши курсову роботу я засвоїв основні принципи та методи обробки результатів 

геодезичних вимірів, які проводять при створенні державних геодезичних мереж в системі 

референц еліпсоїду Красовського.  

Розв’язав найбільш типові задачі сфероїдної геодезії: обчислив довжини дуги меридіану 

і паралелі, обчислив довжину сторін та площу знімальної трапеції, розв’язав головні геодезичні 

задачі: пряму та обернену засічки, розрахував геодезичні координати пункту за плоскими 

прямокутними координатами. 
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